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Chapitre 6 : Flexion des poutres droites
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Introduction

La déformation transverse y(x) de l'axe neutre d’'une poutre est decrite par une
fonction y(x) appelée la fleche de la poutre

Objectifs :
- Pouvoir définir la fleche d’une poutre

- Calculer la fleche pour des cas simples en utilisant les relations differentielles
entre fleche et moment interne de flexion
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Introduction
Conditions de bords:
Liaisons méca. ext. planes Schéma Conditions de bords
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Encastrement ~ y=y =0
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Articulation o
y=y =0
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Appui simple




Conditions de bords:

| iaisons méca. ext. planes

Appui simple

Appui souple (translation)

Appui flexible (flexible)

Schéma
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Démarche et applications

Des mathématiques
vers la physique

Zenith watch

Cours d'Analyse:
Equation différentielles


https://drive.google.com/file/d/1c8eap0MZE0iwNFRae5ebcvfU_iAHjKpC/view?usp=sharing

Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Déformée et fleche
Apres déformation, la ligne moyenne d’une poutre soumise a la flexion est appelée la
déformée : y(x) de la poutre.

La fleche en un point de la poutre est la valeur particuliere de la déformée en ce
point.

Considérons le centre de gravité G(x, 0) d’une poutre droite soumise a la flexion
simple. La déformation entraine un déplacement transversal y ainsi qu'un dé-
placement longitudinal du second ordre que 'on néglige.

9] X G / X

yY

(1) Cette approximation doit étre abandonnée dans le
cas des lames minces et longues, ainsi que dans le
cas des poutres courbes



Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Equation différentielle sous I'influence du moment de flexion

Sous I'effet du moment de flexion, le point G(x, 0) se deplace au point G'(x, y) ou la
courbure a pour valeur (voir ch. 6)

1_ M
p EI

En fonction de la dérivée premiere y’ et de la dérivée seconde y”, la courbure est
exprimée par

C
o= 0 * G @] x
p — ds » Fam -

_ 4 d(tan~1 yr) dx

= dx ds

. 1 dyr dx

T 14y12 dx (dx2+dy?)1/2
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Equation différentielle sous I'influence du moment de flexion

Sous I'hypothese des petites deformations, la dérivée y’ est tres faible, de sorte que
le terme (y’)? peut étre négligé vis-a-vis de 'unité

1 yr ~ 17,
o = Tarymr = Y

. . (b)
En prenant en compte la convention de signe

adoptée pour un repere gauche (le moment
de flexion M est positif si les fibres situées du
cOté des y positifs sont tendues). La derivée
seconde de la déformée y due au moment de
flexion s’écrit donc finalement.

R yn=_ﬂ
El
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Equation différentielle sous I'influence de I'effort tranchant

L’effort tranchant provoque, sur une longueur dx, un deplacement dy, de la ligne
moyenne, proportionnel a I'angle de glissement global ¥ (voir ch. 6)

_ T
« dyr=ydx =77de

0 x x
> >
T Thay T
i = —-4—=1N—
N S Yy
) I
/] *77 / vy,
/ 1/
:’I rl' ! d
‘ ; ’T
________ 1
o« T Al
yY

On en déduit I'équation differentielle du premier ordre de la déeformee y, due a I'effort
tranchant comme étant

, T
YT =N
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Convention de signe et référentiel

Le choix d’un triedre de reference gauche découle de la convention habituellement
adoptée en statique selon laquelle le moment de flexion est admis positif quand |l
provoque une traction dans le fibres situées du cote des y positifs.

Dans le cas representer dans ce chapitre nous avions un moment de flexion M,
perpendiculaire au plan G,

14



Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Convention de signe et référentiel

Si I'on considere une composante M,, perpendiculaire un plan G,,, on aurait recours
a un triedre de référence droite pour assurer que les fibres situées du coté des z
positifs soient en traction.

Par consequent, la convention de signe est, pour 'une des deux directions, violée
dans les poutre tridimensionnelles soumises simultanement aux moments de flexion
My et M,

Vy
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.1

Chercher la déformée d’une poutre en console de section rectangulaire supportant

une force ponctuelle en son extremité libre

Données numeériques

P = 30kN / P B

¢ =1m R ET :

H = 10cm ———

B = 5¢cm T Ht J;

E = 2110" Pa i ”‘};ffx H
G = 0,810'"Pa x . A

16



Données numeériques
200 kN/m

supportant une charge uniformément répartie.

10 cm

2,1-10"" Pa
= 0,8:10" Pa

pP
/
H
B
E
G

Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Probleme 7.2
Chercher la déformée d’une poutre sur deux appuis simples de section rectangulaire

pli2
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.1

A
.Y

~~~~~~~~~~ ; Yy
| i i

Fleche FEM-lin FEM-quad MecaStruc
o 13.09 11.5
y 11.94 11.47 11.4 + 0.09
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U, Magnitude
+1.309e+01
+1.200e+01
+1.091e+01
+9.815e+00
+8.725e+00
+7.634e+00

y [mm]

-12

-15

—mecasStruc
—FEM

Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
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Données numeériques
200 kN/m

supportant une charge uniformément répartie.

10 cm

2,1-10"" Pa
= 0,8:10" Pa

pP
/
H
B
E
G

Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Probleme 7.2
Chercher la déformée d’une poutre sur deux appuis simples de section rectangulaire
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.2
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Probleme 7.2
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Probleme 7.2
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Superposition des déformations

En vertu du principe de superposition des efforts intérieurs, le moment total M en tout
point de la ligne moyenne d’'une poutre soumise a un cas de charge complexe,
comprenant des forces concentrées, des charges réparties et des moments appli-
ques, est la somme des moments partiels dus a chacune des contributions.

\ v _—
; S e
\ 'Jj' D; /
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Superposition des déformations

En vertu du principe de superposition des efforts intérieurs, le moment total M en tout
point de la ligne moyenne d’'une poutre soumise a un cas de charge complexe,
comprenant des forces concentrées, des charges réparties et des moments appli-
ques, est la somme des moments partiels dus a chacune des contributions.

En présence de m forces concentrées P, n charges reparties p; et ¢ moments M, le
moment total résultant a ainsi pour expression

- M=Y2 M+ Y M+ Y My

ou les composantes M; et M; sont les moments associés respectivement a la force
concentrée P, et a la charge réepartie p..

Les contraintes provoquées par le moment total M sont également la somme des
contraintes dues a chaque moment partiel, conformément au principe de suypenosi-
tion des coniraintes.

Enfin, dans le domaine de comportement linéaire des matériaux, les déformations
totales sont la somme des deformations partielles : c’est le principe de supernposition
des déformations.

35



Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Superposition des déformations

La courbure de la déformée résultante est des lors la somme des courbures
partielles.

1

. = + +
5= X Zklp

Toujours sous Ihypothese que la pente de la déformée est faible () << 1), la
somme des courbures peut étre remplacée par la somme des dérivées secondes )"

1

oy =Ny YTy Y vk

Chaque dérivée seconde étant proportionnelle au moment correspondant, cette rela-
tion peut, selon le resultat, &tre explicitée sous la forme

C oy —ym Mi_sn M ga My

Enfin, comme les conditions aux limites sont les mémes pour toutes les déformeées
partielles d’une méme poutre, la déformée totale est la somme des déformées
partielles

s y=XRy + X0y T X vk

36



Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.3

En appliquant le principe de superposition et en ne considérant que l'influence du
moment de flexion, calculer la fleche au centre d’une poutre de section rectangulaire
soumise au cas de charge suivant :

Données numeériques

P = 40 kN - >~

p = 100 kN/m > a=20/3 e b= <2

M, = 12kNm P

¢ =1m P

H = 10cm ! : H
B = 5cm s M,

E = 2110" Pa >

38



Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.4

En négligeant I'influence de I'effort tranchant, calculer la fleche au centre de la poutre
a section variable, ainsi que les rotations aux extrémites.

Données numeériques :

E = 210GPa = e e g
I = 250cm? ~ > >
M, = 20 kNm I 2 FI M,
¢ = 1m 4 | B
7 X X
_ M, : - ’ _ M,
Re= T § Ra=
' |
.h-"‘-j._oi__.--yl} f V2 ﬁi,f”’
- ______‘---- __—_-_-_! ______
2
gt P
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.3
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.3
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Probleme 7.3
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.3

Conformement a I'annexe I, la deformee y, due a une charge concentree P a pour
expression

c Y, = 6€ — (2ab%x + a?bx — bx3)

La prise en compte de la position de la charge (a = 2¢/3, b = ¢/3) permet de récrire
cette égalité sous la forme

__P (82 3
TN 18El(6€ X=X )
La charge répartie p entraine la déformée y, suivante, aussi donnée par I'annexe |l

(x — 20 x3 + 13x)
24EI
Tandis que la déformée y, provoquée par le moment appliqué M, se deduit du

résultat donné dans la méme annexe apres remplacement de la variable x par la
quantite ¢ — x et inversion du signe de M,

© s =g (Px—x°)

45



Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.3
En vertu du principe de superposition, la fleche au centre de la poutre a pour valeur

« f=yU/2)=y,(4/2) + y,(4/2) + y3(L/2)

23 P35 pl* 1 Ml?
1296 EI ~ 384 EI 16 EI

Application numérique

Les données numériques fournies conduisent, d’apres l'aire F = B H = 50 cm? et
'inertie I = B H;/ 12 = 417 cm* de la section, a la fleche totale suivante

- f=081lmm + 1,49mm- 086 mm = 1,44 mm

46



Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.4

En négligeant I'influence de I'effort tranchant, calculer la fleche au centre de la poutre
a section variable, ainsi que les rotations aux extrémites.

Données numeériques :

E = 210GPa = e e g
I = 250cm? ~ > >
M, = 20 kNm I 2 FI M,
¢ = 1m 4 | B
7 X X
_ M, : - ’ _ M,
Re= T § Ra=
' |
.h-"‘-j._oi__.--yl} f V2 ﬁi,f”’
- ______‘---- __—_-_-_! ______
2
gt P
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Probleme 7.4

Comme la structure présente deux trongcons a section constante, séparons la
déformée de la poutre en deux fonctions y, et y, devant satisfaire des conditions de
compatibilité au point de discontinuité de la section.

Le moment de flexion M, relatif a la premiere moitie de la poutre (0 < x; < ¢/2)
© M;i(x1) = Rpxq = Mo 7
L’équation différentielle associée a la déformée y, prend la forme suivante
+ Ely] =My
L'intégration successive de cette equation permet d’écrire
. Ely] = M02€+Cl
- Ely, = —M, % +C1x;, + G,

ou C, et C, constituent les constantes d’intégration.

52



Chapitre 7 : Déformée des poutres droites
Probleme 7.4

De maniere analogue, le moment de flexion M, sur le deuxieme trongon (0 < x, <
?/2)

 My(x) = My~ Roxy = My (1-%)

L’'intégration de I'expression différentielles entraine successivement
© 2Elyy = —M, (1 - %)

® ZEIyé — _MO (Xz - x_z) + Dl

20
x3 x5
® ZEIyz =_MO 7_@ +D1x2+D2

ou D, et D, sont deux nouvelles constantes d’integration. Ces quatre inconnues sont
déterminées, d’'une part, par les conditions aux limites aux extremités de la poutre
(déplacement nul au droit des appuis simples)

« Y (x=0)=0=0,
© Y(x; =0)=0=0(,

53



Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Probleme 7.4
D’autre part, par la condition d’égalité des déformées et des pentes au point de

discontinuité de la section (x; = x, = ¢/2)

—M P2 / —5Mq (2 4
- yi(xy =1/2) = 480El +C1E=y2(x2=f/2)= 96EO'I +D1E
M,/ 3Myl 1

© 1l =1/2) = sEl | C1E1 =y,(x; = 1/2) = ez P13
Ce systeme de deux equations a deux inconnues a pour solution

3 Mo/l
8

Y PY4

© O =

D1=

de sorte que les deux déformées et leurs deriveées peuvent étre explicitées finalement
sous les formes suivantes

© yila) = 245 — (30%x; — 4x7) 0<x; < (/2

© y1lg) = 8€E1 (¢2 — 4x?)

© Y () = ol (9022, — 12023 + 4xc}) 0<x, <2
© Y2 () = f — (302 — 80x, + 4x%)
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Chapitre 7 : Déformée des poutres droites

Probleme 7.4
La fleche fau centre de la poutre et les rotations « et faux extrémites s’ecrivent

My l?
. f = yl(f/Z) — }’2(5/2) = Z:El
ey Mol
a—Y1(O)_8E1
. e 3ML
B=-y(0)=—"—+

Application numérique

Avec les grandeurs numériques données, la fleche fet les rotations « et S valent
f=16mm
a =0,0048 rad = 0,27 °
B =-00071rad =-0,41"
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Fleches et rotations de quelques poutres droites en flexion simple sur appuis simple

Cas de charge Ligne élastique

Fléche maximale

Position de la fleche

Rotation aux extrémités

»(x) f X a B
(la) ) ) 3 _ 1 2b . Pab(/ + b)
0<x<a) y=@(2ab x + a’bx — bx?) a|3;+3, sia>b —elEl —
(1a) T —Pab(! + a)
2 — - — qj - 7
@=<x</) y = Bl ——[2a?b(l —x) + ab?(/ — x) —a(l — x)3] {—b /3+3a3|a<b _ e IE]
(Ib) 3
Pl / pr? P/?
<x< /> 30%x — 4x3 - -
(a=x=1/2) y= 48EI( %= 4x%) 48E] 2 16E1 16E]
5pr4 / pe3 pe3
(|C) — 20x3 4+ 03 p _ —
Y= 24El (x* — 26> + £x) 384E] 2 24E] 24E]
My (%3 V3 M,/ M,/
@) y = x) > ¢ (1 - 35 — a7
6£EI 27El 3 3E] 6El
@ P b ®) P © M(d)
T v . A M H!}IHHHIWIB 0@* i g
~~ ‘ k- ~~L_. - (R e = 1 N -+ o M,
A T e R T Ik
L [ l . | 4 - < 4 I 4 t >
LT [T T R ) = =
Mmax = . Mmax = % Max = pé Minax =My




Fleches et rotations de quelques poutres droites encastrée en flexion simple

Cas de charge Ligne élastique Fleche maximale Position de la fleche Rotation aux extrémités
y(x) A X a B
P pe3 P2
lla =—(3x% —x3 — 14 —
(1) Y = ggr 3x° —x°) 3E] 0 2E]
__P 2,2 _ 2043 4 o4 ﬂ ﬁ
(11b) y = gapy (60" —4lx® 4+ x%) 8E] ! 0 6E]
-M —M, (? —My!
ll(c = 0,2 0 / 0 0
© Y= 2Er” 2E] EI
(@) (b) ¢
‘ P -

IMA=—P£<AV — Y. M, = 2(/7 _L_HL“B
RA:PI‘A—X> \\E BT Ry=pt (- ’ -\E{.—\

|
Miax = — Pl — M | _ -l |
. [HMmMmrreree | ™ 2 B |
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